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ZA EDNA KLASA LINEARNI DIFERENCIJALNI RAVENKI 
OD VTOR RED ^IE OP[TO RE[ENIE E POLINOM 
 
 Ilija [apkarev1,  Boro Piperevski2, Elena Haxieva3, Nevena 
Serafimova4, Katerina Mitkovska - Trendova5
 
Apstrakt:  Vo ovoj trud se razgleduva edna klasa linearni diferencijalni 
ravenki od vtor red ~ie op{to re{enie e polinom i se poka`uva deka taa e 
reduktibilna na sistem diferencijalni ravenki od prv red. Pri toa e 
dobien sistemot diferencijalni ravenki i formulata za op{to re{enie 
polinom. 
 
 
1.  Neka e dadena diferencijalna ravenka od vid 
 
           (1) ,0')(")( 00101
2
2 =+++++ ycybxbyaxaxa
odnosno od vid     
Ay” + By’ + Cy = 0, 
 
 kade A = a2x2 + a1x + a0 , B = b1x + b0 , C = c0 , y=y(x) i a2 , a1 , a0 ,  b1, b0 ,  
c0 se konstanti.  
Neka F=F(h)  e bilo koe partikularno re{enie na 
diferencijalnata ravenka (1). Toga{ va`i 
 
0'"
0'"
=Φ+Φ+Φ
=Φ+Φ+Φ
yCyByA
yCyByA
   . 
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Od dvete posledni ravenki se dobiva ravenkata 
 
         0'')"''''"( =Φ−Φ+Φ−Φ+Φ−Φ−Φ+Φ yCyCyBByyyyyA   , 
 
odnosno ravenkata 
0)''()'''( =Φ−Φ+Φ−Φ yyByyA  . 
 
Ako stavime yyz '' Φ−Φ= , mo`eme da zaklu~ime deka ravenkata (1) 
mo`e da se svede na sistemot 
0'
''
=+
=Φ−Φ
zBzA
zyy
 .   (2) 
      
 Neka sega razgledame sistem od vid (2) kade A i B se polinomi 
od vtor odnosno prv stepen i F=F(h)  . So eliminacija na z od 
sistemot (2) se dobiva ravenkata  
 
AFy” + BFy’ – (AF” + BF’)y = 0. 
Ako stavime  
                                        CF = - (AF”+BF’),    (*) 
 
kade C e polinom od nulti stepen, se dobiva ravenkata (1) pri {to od 
(*) mo`eme da zaklu~ime deka F e edno nejzino partikularno 
re{enie . 
Neka F e partikularno re{enie na ravenkata (1). Vo toj slu~aj so 
re{avawe na sistemot (2) se dobiva  
     Fy’ – Fy = ∫− dxA
B
eC2 , 
 
i kone~no op{toto re{enie na diferencijalnata ravenka (1) }e bide 
dadeno so  formulata  
                        y = C1F + C2F ∫ ∫− A
B
e2
1
F
.   (3) 
 
Formulata (3) se dobiva i so klasi~niot metod za re{avawe 
linearna homogena diferencijalna ravenka od vid (1), koga e poznato 
edno nejzino partikularno re{enie. 
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2.   Neka diferencijalnata ravenka (1) ima polinomno re{enie od 
stepen  n i nema drugo polinomno re{enie od stepen pomal od n. 
Toga{ n e koren na karakteristi~nata ravenka 
 
    0'"
2
)1( =++− CnBAnn .                              (4) 
 
Diferencijalnata ravenka  
 
                     Av” + (B+nA’)v’ = 0,             (5) 
 
ima dve linearno nezavisni partikularni re{enija  
v1 = 1,    v2 = ∫ ∫−− dxeA dxA
B
n  
So smenata  v = weA
dx
A
B
n ∫−−1  ,  ravenkata (5) se transformira vo 
ravenkata  
 
Aw” – [(n-2)A’+B]w’ – [(n-1)A” + B’]w = 0, 
 
koja, soglasno smenata ima dve linearno nezavisni partikularni 
re{enija 
w1 = 
∫− dxABn eA 1  , w2 = ∫− dxA
B
n eA 1 ∫ ∫−− dxeA dxA
B
n . 
 
Po n posledovatelni diferencirawa na poslednata ravenka  se 
dobiva ravenkata  
Aw(n+2) + (2A’-B)w(n+1) + [A” - B’- ( '"
2
)1( nBAnn +− )]w(n) = 0, 
ili , vo soglasnost so uslovot (4), ravenkata 
  
Aw(n+2) + (2A’-B)w(n+1)  + (A” - B’+ C)w(n) = 0. 
 
Vo soglasnost so soodvetnata smena poslednata ravenka ima dve 
partikularni re{enija w1 i w2,  za koi va`i 
w1(n) = (
∫− dxABn eA 1 )(n) , w2(n) = ( ∫− dxA
B
n eA 1 ∫ ∫−− dxeA dxA
B
n )(n) , 
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a, o~igledno, ostanatite n partikularni re{enija so koi zaedno se 
formira eden fundamentalen sistem, se stepenskite funkcii 1, x, x2, 
..., xn-1 . 
Ako vo poslednata diferencijalna ravenka se stavi w(n) = z, 
}e se dobie ravenkata   
 
Az” + (2A’-B)z’  + (A” - B’+ C)z = 0, 
 
koja ima op{to re{enie  
z = C1 (
∫− dxABn eA 1 )(n) + C2 ( ∫− dxA
B
n eA 1 ∫ ∫−− dxeA dxA
B
n )(n) ,  
C1,C2 - konstanti. 
So smenata  z = yeA
dx
A
B∫−1 ,  definitivno se dobiva ravenkata (1) i vo 
toj slu~aj nejzinoto op{to re{enie  }e bide dadeno so formulata 
 
y = C1
∫− dxABAe ( ∫− dxA
B
n eA 1 )(n) + C2 ∫− dxA
B
Ae ( ∫− dxA
B
n eA 1 ∫ ∫−− dxeA dxA
B
n )(n)     (6) 
C1,C2 - konstanti. 
 
Pri toa polinomnoto  re{enie e dadeno so formula nare~ena 
formula na Rodrigez. 
Vo toj slu~aj ravenkata (1) e i reduktibilna i mo`e da se 
svede na sistemot: 
Fy’ – F’y = z,    (2*) 
Az’ + Bz = 0. 
 
kade  F e polinomnoto re{enie dadeno so formulata na Rodriges: 
F = ∫− dxA
B
Ae  ( ∫− dxA
B
n eA 1 )(n) . 
 
Da zabele`ime deka vo toj slu~aj vo soglasnost so formulata 
(3) za op{toto re{enie na ravenkata (1)  se dobiva druga formula 
razli~na od formulata (6)  od vid 
y = C2F + C1F ∫ ∫− A
B
e
F 2
1
  .   (3*) 
 
3.  Neka e dadena diferencijalna ravenka (1) i neka x1 , x2  se realni 
koreni na kvadratnata ravenka a2x2 + a1x + a0 = 0, pri {to a2 ≠ 0.  
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Vo [  e poka`ano deka ravenkata (1)  ima op{to re{enie polinom 
ako i samo ako postojat prirodni broevi n, m koi gi zadovoluvaat 
uslovite:  
]2,1
                          n(n-1)a2  + nb1 + c0 = 0, 
      (2n+m-1)a2 + b1 = 0,                      (7) 
                         [rx2 + (m-r-1)x1]a2 – (na1 + b0) = 0, 
za nekoe r∈{0,1,...,m-1}  . 
Od prvite dve relacii od uslovite (7) se dobiva b1 = - (2n +  
+m-1)a2 ,  c0 = n(n+m)a2 . Bidej}i x1 i x2  se koreni na ravenkata a2x2 + 
+a1x + a0 = 0, od Vietovite formuli se dobiva x1 + x2 = -
2
1
a
a
 i so 
zamena vo tretata relacija od uslovite (7) se dobiva b0 = [(n+r)x2 + 
+(n+m-r-1)x1]a2 . 
So zamena na taka dobienite koeficienti b1, b0, c0 vo 
ravenkata (1), se dobiva klasata ravenki: 
 
,0)('])1(
)()12[("))((
1
221
=++−−+−
−+−−+−−−
ymnnyxrmn
xrnxmnyxxxx
    (8) 
 
od vid (1) koi imaat op{to re{enie polinom, kade  r∈{0,1,...,m-1}  . 
So primena na formulata (6) za klasata diferencijalni ravenki 
(8),  se dobiva formulata za nejzino op{to re{enie:  
 
y = C1(x-x1)n+r+1(x-x2)n+m-r [(x-x1)-r-1(x-x2)-m+r ](n) + 
 
+ C2(x-x1)n+r+1(x-x2)n+m-r [(x-x1)-r-1(x-x2)-m+r ∫(x-x1)r(x-x2)m-r-1 dx](n)     (9) 
C1,C2 - konstanti. 
 
Vo soglasnost so sistemot (2) odnosno (2*), diferencijalnata 
ravenka (8) e reduktibilna i mo`e da se svede na sistemot  
 
Fy’ – F’y = z,     
  
,0])1(
)()12[('))((
1
221
=−−+−
−+−−+−−−
zxrmn
xrnxmnzxxxx
                (2**) 
 
kade F = (x-x1)n+r+1(x-x2)n+m-r [(x-x1)-r-1(x-x2)-m+r ](n) .     
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Vo toj slu~aj za diferencijalnata ravenka (8) od formulata (3*) 
mo`e da se dobie i druga formula za op{toto re{enie, razli~na od 
formulata (9).    
 
]e razgledame nekolku specijalni slu~ai. 
 
Za x1 = x2 ,  ravenkata (8) se sveduva na ravenkata 
  
,0)(')])(12[(")( 1
2
1 =++−−+−− ymnnyxxmnyxx       (8’) 
 
odnosno na ravenkata 
 
      ,0])(')[(]')('))[(( 111 =+−−−+−−− ymnyxxnymnyxxxx  
 
koja e reduktibilna na sistemot  
 
,)(')( 1 zymnyxx =+−−  
.0')( 1 =−− nzzxx  
 
So eliminacija na z se dobiva ravenkata 
 
,)()(')( 111
nxxCymnyxx −=+−−  
 
~ie  re{enie se dobiva so formulata 
 
∫ =−
−+−= +++ ))(
)(()( 1
1
1
121 mn
n
mn
xx
dxxxCCxxy   
  ))(()( 1121 m
xxCCxx
m
mn
−
+ −−−= . 
Zna~i vo toj slu~aj diferencijalnata ravenka (8’) ima op{to 
re{enie 
 
nmn xxAxxAy )()( 1211 −+−= + ,   
A1 ,  A2 se proizvolni konstanti. 
 
Primer 1: 
Diferencijalnata ravenka: 
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03)2(3)2( 2 =+′−−′′− yyxyx , 
 
 kade {to 2,1,221 ==== mnxx , e  reduktibilna na sistemot 
  
(x-2)y’ - 3y = z, 
(x-2)z’ - z = 0, 
 i ima op{to re{enie: 
 
)2()2( 2
3
1 −+−= xAxAy ,  
A1,A2 se proizvolni konstanti. 
Ako napravime proverka koristej}i ja formulata (9) }e go dobieme 
istoto op{to re{enie:  
 
Za r = 0  diferencijalnata ravenka (8) se sveduva na ravenkata 
  
                            
,0)(')](
))(1[("))((
2
121
=++−+
+−−+−−−
ymnnyxxn
xxmnyxxxx
                 (8”) 
odnosno na ravenkata  
 
,0])(')[(]')('))[(( 221 =+−−−+−−− ymnyxxnymnyxxxx  
 
koja e reduktibilna na sistemot  
 
,)(')( 2 zymnyxx =+−−  
0')( 1 =−− nzzxx . 
Od ravenkata  
,)()(')( 112
nxxCymnyxx −=+−−  
se dobiva re{enieto  
.))()(()( 212122 ∑
=
−−
+
−−
−−
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛+−=
n
ok
kmk
mn
km
xxxx
k
n
CCxxy  
 
Zna~i vo toj slu~aj diferencijalnata ravenka (8”) ima op{to 
re{enie dadeno so formulata 
 
.))()(()( 212221 ∑
=
−
+
+
−−
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛+−=
n
ok
knk
mn
km
xxxx
k
n
AxxAy   
 33
A1,A2 se proizvolni konstanti. 
 
Primer 2: 
Diferencijalnata ravenka: 
 
03)43()6( 2 =+′+−′′−+ yyxyxx , 
 
kade {to 0,2,1,22,31 ====−= rmnxx ,  e reduktibilna na 
sistemot 
(x-2)y’ - 3y = z, 
(x+3)z’ - z = 0. 
 
Op{toto re{enie na ovaa diferencijalna ravenka spored 
poslednata formula }e bide: 
 
)43()2( 2
3
1 ++−= xAxAy  .  
A1,A2 se proizvolni konstanti. 
 
Za r = m-1 diferencijalnata ravenka (8) se sveduva na ravenkata  
 
       (8’’’) 
,0)(
')])(1()(["))(( 2121
=++
+−−++−−−−
ymnn
yxxmnxxnyxxxx
 
odnosno na ravenkata  
 
,0])(')[(]')('))[(( 112 =+−−−+−−− ymnyxxnymnyxxxx  
 
koja e reduktibilna na sistemot  
 
,)(')( 1 zymnyxx =+−−  
.0')( 2 =−− nzzxx  
 
Po eliminacijata na z ,  ravenkata 
,)()(')( 211
nxxCymnyxx −=+−−  
 
ima  re{enie dadeno so formulata 
 
 34
∫ +++ −
−+−= )
)(
)(
()( 1
1
2
121 mn
n
mn
xx
dxxx
CCxxy
.])()([)( 121121 ∑=
−−
+
−−
−−
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛+−= n
ok
kmk
mn
km
xxxx
k
n
CCxx  
 
Zna~i vo toj slu~aj diferencijalnata ravenka (8’’’) ima op{to 
re{enie 
 
.))()(()( 121211 ∑
=
−
+
+
−−
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛+−=
n
ok
knk
mn
km
xxxx
k
n
AxxAy   
A1,A2 se proizvolni konstanti. 
 
Primer 3: 
Diferencijalnata ravenka: 
04)74()6( 2 =+′−−′′−− yyxyxx  
kade {to 2,3,1,3,2 21 ====−= rmnxx   e reduktibilna na 
sistemot 
(x+2)y’ - 4y = z, 
(x-3)z’ - z = 0. 
 
Spored poslednata formula nejzinoto op{to re{enie }e bide: 
 
).74()2( 2
4
1 −+−= xAxAy   
A1,A2 se proizvolni konstanti. 
 
  Vo site ovie specijalni slu~ai (8’), (8’’) i (8’’’) se dobivaat sistemi 
od vid (2) i op{ti re{enija na ravenkata (8) koi se dadeni i so 
formulata (9). Ova }e go poka`eme samo kaj prviot specijalen 
slu~aj, dodeka kaj ostanatite se poka`uva so ista postapka.  
So direktna zamena kaj ovoj slu~aj mo`eme vedna{ da 
konstatirame deka op{toto re{enie dobieno so (9) e isto so ve}e 
dobienoto. Ponatamu, ako vo sistemot (2) go zamenime polinomnoto 
re{enie F=(x-x1)n+m  i konkretnite koeficienti A i B od ravenkata 
(8) , za x1 = x2  se dobiva sistemot 
 
(x-x1)n+my’ – (n+m) (x-x1)n+m-1y = z, 
(x-x1)z’ – (2n+m-1)z = 0. 
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Stavaj}i z1 = (x-x1)1-n-m z ,  }e go dobieme sistemot  
,)(')( 11 zymnyxx =+−−  
,0')( 111 =−− nzzxx  
koj e ekvivalenten so ve}e dobieniot. 
 Ako za F se zeme polinomnoto re{enie F = (x-x1)n , toga{ se 
dobiva sistemot  
,')( 11 zyyxx =−−  
,0)(')( 111 =+−− zmnzxx  
kade z1 = (x-x1)1-n z  . 
 
 Vo  e poka`ano deka diferencijalnata ravenka (8) mo`e da se 
svede na sistemot 
[ ]3
0)1()1)(1)(/1(')(
0)1(')(
2
1
=−−+−−−++−
=+++−−
zrmnyrmrBzxx
Bzyrnyxx
 
kade r∈{0,1,...,m-2}, B-konstanta, 0≠B  . 
 
Bidej}i postapkata za sveduvawe na ravenkata (8) na sistem 
diferencijalni ravenki od vid  
        
0')(
0')(
2
1
=++−
=++−
DzCyzxx
BzAyyxx
,                    (**) 
kade A,B,C i D se konstanti, vsu{nost gi bara uslovite 
 
 
0)1)(1(
01
01
=−−+−
=−−++
=+++
rmrBC
rmnD
rnA
 ,              kade r∈{0,1,...,m-2},   
 
slu~ajot B = 0, C = 0  doveduva do  r = m-1 i do reduktibilnost na 
ravenkata (8) na sistemi od vid (2), t.e. na sistemite 
 
0')(
0)(')(
2
1
=−−
=+−−
nzzxx
ymnyxx
   , 
odnosno 
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0)(')(
0')(
2
1
=+−−
=−−
zmnzxx
nyyxx
    . 
Da zabele`ime deka slu~ajot 21 xx =  e vsu{nost podslu~ajot r 
= 0  na koj se sveduva ve}e razgleduvaniot slu~aj koga r = m-1  so 
ednostavna zamena na  so . Navistina, ako vo dobienata ravenka 
(8) za r = m-1,  i  si gi smenat mestata, }e se dobie to~no 
ravenkata (8) za r = 0. Spored toa, za r = 0 ravenkata (8) e 
reduktibilna na sistemite 
1x 2x
1x 2x
 
0')(
0)(')(
1
2
=−−
=+−−
nzzxx
ymnyxx
  , 
odnosno 
0)(')(
0')(
1
2
=+−−
=−−
zmnzxx
nyyxx
   . 
 
Na kraj, da zabele`ime deka slu~ajot r = 0, za , 
implicira diferencijalnata ravenka (8) da mo`e da se svede  i na 
sistemot 
0≠B
0)1(1')(
0)1(')(
2
1
=−+−⋅−+−
=++−−
zmny
B
mzxx
Bzynyxx
   , 
{to zna~i deka sveduvaweto na ravenkata (8) na sistemi od vid (**) 
odnosno (2), ne e edinstveno. 
 
4.  Postapkata primeneta kaj prviot specijalen slu~aj mo`e da se 
obop{ti i za sistemot (2**) odnosno za ravenkata (8). Pritoa se 
dobiva sistem vo koj vtorata ravenka }e bide od vid 
0'))(( 121 =−− zxxxx  , taka {to vsu{nost re{avaweto na 
homogenata linearna diferencijalna ravenka od vtor red (8) se 
sveduva na re{avawe na nehomogena linearna diferencijalna 
ravenka od prv red. 
Neka povtorno go razgledame slu~ajot koga ravenkata (8) 
mo`e da se svede na sistem od vid (2**), t.e. na sistemot 
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[ ] ,0)1()()12('))((
,''
1221 =−−+−+−−+−−−
=−
zxrmnxrnxmnzxxxx
zyFFy
        
 
kade [ ] )(211211 )()()()( nrmrrmnrn xxxxxxxxF +−−−−+++ −−−−=  .  
 
So direktna zamena na F i F’ se dobiva sistemot 
 [ ] ')()()()( )(211211 yxxxxxxxx nrmrrmnrn +−−−−+++ −−−− -     
- {121 )()(
−−++ −− rmnrn xxxx ))(1( 2xxrn −++ [ ] )(211 )()( nrmr xxxx +−−− −− +  
+ ))(( 1xxrmn −−+ [ ] )(211 )()( nrmr xxxx +−−− −−  +        
+ ))(( 21 xxxx −− [ ] )1(211 )()( ++−−− −− nrmr xxxx }y = z, 
 [ ] 0)1()()12('))(( 1221 =−−+−+−−+−−− zxrmnxrnxmnzxxxx   . 
 
Stavaj}i  se dobiva sistemot 1
1
21 )()( zxxxxz
rmnrn −−++ −−=
 [ ] ')()())(( )(21121 yxxxxxxxx nrmr +−−− −−−− -     
- { ))(1( 2xxrn −++ [ ] )(211 )()( nrmr xxxx +−−− −− +   
+  ))(( 1xxrmn −−+ [ ] )(211 )()( nrmr xxxx +−−− −−  +     
 + ))(( 21 xxxx −− [ ] 1(211 )()( ++−−− −− nrmr xxxx }y = z1 , 
 
+−−+−− −−+−+ 1121121 )())(())(( [ zxxxxrnxxxx rmnrn  
+−−−−++ −−++ 1221 )())(1( zxxxxrmn rmnrn −−− −−++ ]')()( 112 zxxxx rmnrn  [ ] 0)()()1()()12( 112112 =−−−−+−+−−+− −−++ zxxxxxrmnxrnxmn rmnrn , 
 
odnosno sistemot [ ] ')()())(( )(21121 yxxxxxxxx nrmr +−−− −−−− -     
- { ))(1( 2xxrn −++ [ ] )(211 )()( nrmr xxxx +−−− −− +   
+  ))(( 1xxrmn −−+ [ ] )(211 )()( nrmr xxxx +−−− −−  +     
 + ))(( 21 xxxx −− [ ] 1(211 )()( ++−−− −− nrmr xxxx }y = z1 , 
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))(( 21 xxxx −− '1z = 0. 
  
Od posledniot sistem se dobiva nehomogenata linearna 
diferencijalna ravenka od prv red [ ]
[ ]{ +−−−++− −−−−− +−−−
+−−−
)(
2
1
12
)(
2
1
121
)()())(1(
')()())((
nrmr
nrmr
xxxxxxrn
yxxxxxxxx  
+  ))(( 1xxrmn −−+ [ ] )(211 )()( nrmr xxxx +−−− −−  +     [ ] } 2)1(21121 )()())(( Cyxxxxxxxx nrmr =−−−−+ ++−−− , 
 
i op{toto re{enie na ravenkata (8), osven so formulata (9), }e bide 
dadeno i so formulata 
 
   
[ ] {
[ ][ ] }dxxxxxxxxxC Cxxxxxxxxy nrmrrmnrn
nrmrrmnrn
∫ ⎭⎬
⎫
⎩⎨
⎧ −−−−+
+−−−−=
−+−−−−+−++−
+−−−−+++
1)(
2
1
1
)(
2
)1(
12
1
)(
2
1
12
1
1
)()()()(
)()()()(
              
C1,C2 se proizvolni konstanti. 
 
 
ABOUT A CLASS OF SECOND ORDER DIFFERENTIAL EQUATIONS,  
WHOSE GENERAL SOLUTION IS POLYNOMIAL 
 
Ilija Sapkarev,  Boro Piperevski, Elena Hadzieva, Nevena Serafimova, Katerina 
Mitkovska - Trendova 
 
Abstract: 
We observe a class of linear differential equations of second order, whose 
general solution is polynomial. We prove that it is reducible to a system of differential 
equations of first order. In addition, we obtain the system of differential equations and 
the formula for the general polynomial solution, and we observe some special cases of 
this type of equations. 
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